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3. 構造信頼性解析用非線形最適化アルゴリズムの改良＊

佐々 木哲也＊＊

3. Improvement of a Non-Linear Optimization Algorithm 

for Structural Reliability Analyses 

by Tetsuya SASAKI** 

Abstract: Recently, the structures are becoming more complex and performance requirements 

are becoming more ambitious. On the other hand, the requirements for safety and cost reduction 

are also becoming more demanding. To balance these inconsistent requirements, the need for a 

structural reliability analysis, which employs probabilistic information of loads, material properties 

and geometry of components, has been growing. In general, a structural reliability analysis requires 

the failure probability of the structure which is defined by the multi-dimensional integral of the joint 

probability density function of basic probabilistic variables. However, it is usually difficult to directly 

compute this multi-dimensional integral because of the arbitrary nature of the integration domain 

and typically high dimension of the problem. To overcome these difficulties, indirect~ethods such 
as the first-order reliability method (FORM) or the second-order reliability method (SORM) has 

been proposed as well as the Monte Carlo simulation methods. 

An important step of FORM/SORM is to find a design point, the point on the limit-state surface 

of minimum distance to the origin in the standard normal space, ltnd the total computation time 

of FORM/SORM mainly depends on this procedure. To find a design point is also useful for the 

Monte Carlo simulation method because once a design point is found, the failure probability can 

be efficiently computed using the importance sampling technique weighted around the design point. 

Basically, any constrained non-linear optimization algorithms may be applied to find a design point 

and a variety of algorithms have been applied or proposed to solve structural reliability problems. 

However, recent development of the finite element reliability analysis requires more efficient algo-

rithms because it takes much more time to calculate the inexplicit limit-state function by the finite 

element method. 

In this paper, some modifications are made to an existing constrained non-linear optimization 

algorithm in order to improve the efficiency to find a design point without losing generality, robust-

ness and capacity. Through numerical examples typically appearing in structural reliability analyses, 

the proposed algorithm is compared with existing algorithms which have been already shown to be 

suitable for structural reliability analyses. The comparison reveals that the proposed algorithm has 

not only efficiency but also superior generality, robustness and capacity. 

Keywords; Structural reliability, Failure probability, Reliability index, Non-Linear optimization 

method, First-order reliability method, Second-order reliability m~thod, Monte Carlo simulation, 
Importance sampling 
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1. 緒言

近年，産業界で使用されている機械や構造物は著し

く大型化するともに複雑化・高度化が進んでいる。こ

のような機械・構造物にひとたぴ破壊事故が発生する

と甚大な人的災害に結ぴつく危険性が高いため，強度

的に十分な安全性を確保する必要がある。一方で，経

済の低成長化とグローバル化に伴う企業間の競争激化

等により，機械・構造物の製造や保守に関して可能な限

りコストの削減か望まれるようになっている。このた

め，今後は機械・構造物の強度設計や定期点検間隔の

設定に際して，構造信頼性解析によって破壊に対する

信頼性を定量的に評価し，安全性と経済性を高度にバ

ランスさせる必要がある。そこで，著者はこれまでに

AFOSM (Advanced First-Order Second Moment)法と

重点サンプリング・モンテカルロシミュレーションを

併用することによって効率的に構造物の信頼性評価を

行うことが可能なコンピュータシステムを開発してき

た1)。

ところで，実際に構造信頼性解析を行う際には，破

壊条件式が陽に表示できず，有限要索解析等の数値計

算が必要な場合も多い。このため，特に大規模システ

ムの信頼性解析においては，設計点の探索に使用され

る制約条件付き非線形最適化アルゴリズムの計算効率

が全体の計算時間に大きな影響を及ぼす。そこで，本

研究ではこれまでに有効性が示されている制約条件付

き非線形最適化アルゴリズムに計算効率を高めるため

の修正を加えた方法を提案した。そして，解析例を通

して従来法と比較することにより，その有効性を検討

した。

2. 構造信頼性解析の方法

2.1 破壊確率の定式化

X=(ふぷ・・・，Xnドを破壊に関与する n次元確

率変数ベクトル， /x(:z:)を Xの結合確率密度関数と

するとき，破壊確率乃は，

P1 = J・ ・ ・j fx(エ）dの
D 

(1) 

で表される2)。ここで，積分領城 Dは破壊が生じるよ

うな X の領域である。 D が対象とする破壊モードの

破壊条件を記述する関数 g(:i:)を用いて，

D=  {叫g(re)$ O} (2) 

のように表されるとき， g(oo)は限界状態関数， g(oo)= 0 

は限界状態曲面と呼ばれる。

構造物の破壊に対する信頼性を評価するためには，式

(1)の値を評価する必要があるが，式 (1)の計算を直接

実行することは困難な場合が多いため， FORM(First-

Order Reliability Method), SORM (Second-Order Re-

liability Method)によって間接的に評価されたり，モ

ンテカルロシミュレーションで数値的に評価される。

2.2 FORM/SORM 

FORMや SORMは，限界状態曲面を単純な関数で

箇き換えることにより，近似的に P1を評価する手法

である。この置き換えは，無相関の標準正規確率空間

Uの設計点がで行われる。かは U空間での限界状

態曲面 G(u)= 0上で原点までの距離が最小となるよ

うな点である。また，設計点と原点の距離 9は信頼性

指標と呼ばれており，この値で構造物の信頼性を定量

化することもできる。

FORMでは，限界状態曲面が設計点がで超平面に

置き換えられる。この場合，破壊確率乃は

P1 = <P(-/3) (3) 

のように近似される。ただし， <I>(・）は次式で定義され

る標準正規確率分布関数である。

X l t2 
知） = loo辺 exp(-2) dt (4) 

一方， SORMでは限界状態曲面が設計点がで 2次超

曲面に置き換えられる。

設計点と FORM/SORMの概念図を 2次元の場合に

ついて Fig.1に示す。

K..u) 

G<u1, u2)=0 

2次元標準正規確率密度関数

れu)=1<1.1i>Huv

U2 

u*該計点

Fig. 1 Illustration of a design point and FORM/SORM. 
設計点と FORM/SORMの概念図
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2.3 モンテカルロ法

モンテカルロ法で式 (1)の値を評価することも可能

であり，特に複数の破壊モードを有する構造システム

の破壊確率評価（こ際して威力を発揮する。しかし，構造

物の破壊確率は非常に小さいのか普通であるから，原

始的サンプリングでは計算時間が掛かりすぎて実用的

でなかったり，疑似乱数の周期I生が問題となったりす

る。このため，層別サンプリングや重点サンプリング

等の効率化サンプリング法が用いられているが，層別

サンプリングでは階層化の方法，重点サンプリングで

はサンプリング関数の中心位置や分布形状が計算効率

に大きな影響を及ぼすため，実際の構造信頼性解析（こ

際しては，これらを合理的に決定するための手法が必

要となる。

3. 構造信頼性解析用非線形最遮化アルゴリズム

3.1 基本問題

FORM/SOR::VIでは，設計点かを見いだすことか

主要な問題となるが，これは次のような制約条件付き

非線形最適化問題（こ帰着される。

P。:F(u) = ¥0戸―____,min. 

subject to G(u) = 0 
(5) 

ただし， u,G(u) = 0はそれぞれ標準正規空間での確

率変数，破壊条件式である。

一方，重点サンプリングによるモンテカルロシミュ

レーションでも，設計点をサンプリング関数の中心と

することにより，破壊確率が効率的1こ求まることが指

摘されている。 P。を解くため1こは，種々の制約条件付

き非線形最遥化アルゴリズムが適用可能である。

3.2 従来の非線形最適化アルゴリズム

ここでは， p。を解くために従米遥用が試みられてき

た制約条件付き非線形最遥化アルゴリズムについて概

観する。

3.2.1 ペナルティ関数 (PF)法3)

ペナルティ関数 (PF;Penalty Function)法は，次式

のようにペナルティ項を付加することにより，制約条

件付き最適化問題を制約条件なし問題に変換する方法

である。

1 
P1 : F(u) +両{G(u)}2→ min. (6) 

t 

ここで， t(k)は正のペナルテイパラメータであり，次

式で更新される。

t(k+l) = ct(k), CE (0, 1) (7) 

制約条件なし問題巳を解くためには，一般に準

ニュートン法が利用さ礼る。

3.2.2 拡張ラグランジュ関数 (AL)法4)

拡張ラグランジュ関数 (AL;Augmented Lagrangian) 

法はペナルティ関数法とラグランジュ乗数法の長所を取

り入れた手法であり，室津ら5)や Bourgundら6)しこよっ

て採用されている。

応： F(u) +いG(u)+~r(k) { G(u) }2 ---+ min. (8) 

ここで，入(k),r(k)は，それぞれラグランジュ乗数，正

のペナルティパラメータであり，

い+l)=入(k)+ 1(k)G(u(k)) (9) 

7'(k+l) = CT'(k)'C > 1, 7'(0) > Q (10) 

によって更新される。

3.2.3 逐次 2次計画 (SQP)法7)

逐次 2次計画 (SQP;Sequential Quadratic Program-

ming)法は，原問題を現在の点における副問題として，

次式の 2次計画問題で逐次近似していくことにより，最

遥化を行う方法である。

1 
P3 : u(k)T d+ -dT守 L(u位），入(k))d-----+ min. 

2 
(11) 

subject to G(u(kl) +▽ G(u位）汀d=O

ここで， Lはラグランジュ関数，入位）はラグランジュ

乗数である。

氏の解とラグランジュ乗数は，次式で定義される

ik) と応である。

（▽化(u('I,入(CJ) ▽G(u(CJ) al') 

▽ G(u('))T 。）（入(C))

(12) 

-(二ニ）
しかし，ラグランジュ関数のヘッセ行列▽2L(u(k), 入(k))

を直接計算すると計算時間を要するため，近似行列 B

を使用して，各ステップ毎に更新する。

逐次 2次計画法にはいくつかの派生アルゴリズムが

存在しているが，例えば， Powellによって提案された
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アルゴリズム8)では， BFGS公式を応用した次式によっ

て，近似ヘッセ行列 Bを更新する。

） 
B(k+l) = B(k) -

B(k)dがB(k qが
＋テがB(k)d

ただし，

d = u(k+I) -u(k) 

q= 0y+ (1-0)B(k)d 

であり，

d q 

y=▽ L(u(k+I), 入(k+l))―▽L(u(k), 入(k))

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

1 if dT立 0.2d:B(k)d

0-{ 。.8がd')d (17) 
d勺炉d-dTy

otherwise 

である。

3.2.4 HL-RF法9),10)

HL-RF法は Hasoferら9)によって提案されたアルゴ

リズムであり， Rackwitzら10)によって分布形状の情報

が取り入れられるように拡張された。この方法では，次

式の漸化式によって，最適化点を探索する。

凶 +1)= ▽ G(u(k)f u(k) -G(u(k)) 
▽ G(u(k)) (18) 

▽ G(uCk)汀▽G(u(k)) 

3.2.5修正 HL-RF{MHL-RF)法11)

HL-RF法は収束が早いが，ある種の状況下では収束

しないことが知られている11)。そこで， Liuら11)は，修

正HL-RF(MHL-RF; Modifi.ed HL-RF)法を提案した。

この方法では，まず次式のメリット関数 m(u)を導入

する。

2 

m(u) = ! ド—▽G(ufu ▽ G(u) + !ca(u)2 
2 ▽ G(uf▽ G(u) I 2 

(19) 

ただし， cは正の定数である。そして，探索方向ベク

トル

d'k+l)= 
▽ G(u(k)f u(k) -G(u<k)) 

▽ G(u(k)f▽ G(u(k)) 
▽ G(u(k)) -u(k) 

(20) 

に沿って， m(u)が十分に減少するまで一次元探索を

行うことによって新しい探索点を得る。

3.3 提案アルゴリズム

修正HL-RF法では一次元探索の際に▽G(u)の計算

が必要になるため， HL-RF法に比較して計算時間が増

加する恐れかある。また，式 (19)中の C の値を何ら

かの方法で決めなければならないが，最適な値は事前

にはわからないという問題もある。そこで，メリット

関数を簡略化して，

m(u) = G(u)2 (21) 

で定義するとともに， HL-RF法の繰返し過程で解が2

回続けて改善されない場合にのみ，式 (20)の探索方向

ベクトルと式 (21)のメリット関数を用いて最適化を行

う方法を提案した。以下，この方法を単純化修正 HL-

RF (SMHL-RF; Simplified MHL-RF)法と呼ぶことに

する。

4. 非線形最適化アルゴリズムの比較検討

4.1 比較の方法

本論文で提案した単純化修正 HL-RF法の有効性に

ついて検討するために，前節で示した各種非線形最適

化アルゴリズムを既に開発済みの破壊確率評価システ

ム1)にインプリメントした。この評価システムでは，各

ルーチンは完全にモジュール化されているため，容易

に新しい最適化アルゴリズムをインプリメント可能と

なっている。そして，典型的な構造信頼性問題に対し

て各アルゴリズムを適用し，得られる解の妥当性や最

適解への収束効率について検討した。

ただし，以下の解析ではペナルティ関数法における

初期パラメータ t(O)' 拡張ラグランジュ法における初

期パラメータ r(o), 及ぴ修正 HL-RF法におけるパラ

メータ cは，いずれも 10-10から 1010まで 10倍毎に

増加させ，最も効率的に正しい最適解に収束するとき

の値を用いた。また，▽G(u)は前進差分による数値解

を使用した。

4.2 例題 112)

まず，最も基本的な問題として S-S(Stress-Strength) 

モデルを考え，限界状態関数を

g(:v) =エ1- X2 (22) 

とする。基本変数の統計的性質は Table1で示される

ように仮定する。

各最適化アルゴリズムによって，この問題を解いた

結果を Table2に示す。表中の▽G(u), G(u)の欄は

それぞれの関数が収束までに呼ぴ出された回数を示し

ている。本例題に対しては， HL-RF法を除く全てのア

ルゴリズムが {3= 4.33に収束し，逐次2次計画法が最

もG(u)の計算回数が少なかった。
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Table 1 Statistical properties of basic variables for 
example 1. 
例題 1における基本変数の統計的性質

Variable Distribution Mean Std. dev. 

X1 
X2 

Weibull 

Normal 
3.5 
1.0 

0.7 
0.35 

Table 2 Comparison of algorithms for example 1. 
例題 1に対する各アルゴリズムの比較結果

Optimization Convergence ▽ G(u) G(u) 
Method 

PF Converged 154 1297 

AL Converged 69 384 

SQP Converged ， 75 

HL-RF Not converged 

MHL-RF Converged 176 528 

SMHL-RF Converged 17 93 

Table 3 Statistical properties of basic variables for 
example 2. 
例題 2における基本変数の統計的性質

Variable Distribution Mean Std. dev. 

X1 
X2 
Xa 

Normal 
Normal 
Normal 

2.0・1010 0.5・1010 
l.0・10→ 0.2・10-4 
4.0・103 1.0・103 

Table 4 Comparison of algorithms for example 2. 
例題 2に対する各アルゴリズムの比較結果

Optimization Convergence ▽ G(u) G(u) 
Method 

E=X1 l=X2 

L
 

Fig. 2 Statically indeterminate beam of example 2. 
例題 2の不静定梁

x6 

P=X3 

X2 

X1 

X3 X4 

X5 

Fig. 3 Frame structure of example 3. 
例題 3のフレーム構造

Fig. 4 Failure mode of example 3. 
例題3の破損モード

PF 
AL 
SQP 

HL-RF 
MHL-RF 
SMHL-RF 

Not converged 
Converged 93 
Converged 9 
Converged 10 
Converged 799 
Converged 11 

565 
75 

96 
3196 

45 

4.3 例題213)

Fig. 2に示すような不静定梁の曲げ破壊を考え，破

壊条件として次式に示す最大たわみに関する破壊基準

を採用する。

g(a:) = X1X2 - 78.12硲 (23) 

ただし，基本変数は Table3に示すように，全て正規

分布に従うものとする。

例題 1と同様に，各最適化アルゴリズムによって，こ

の問題を解いた結果を Table4に示す。本例題に対し

ては，ペナルティ関数法を除く全てのアルゴリズムが

{3 = 3.29に収束し，単純化修正 HL-RF法が最も G(u)

の計算回数が少なかった。

4.4 例題 314)

Fig. 3に示すフレーム構造の破損を考える。このフ

レーム構造には全部で 3個の破損モードが存在するが，

ここでは Fig.4に示す破損モードを考える。このモー

ドの限界状態関数は，

g(エ） =X1  +2硲 +2x4+窃ー 5xa-5x7 (24) 

となる。また，基本変数の統計的性質は Table5に示

す通りとする。
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Table 5 Statistical properties of basic variables for 
example 3. 
例題 3における基本変数の統計的性質

V江 iable Distribution Mean Std.dev. 

X1 LogBormal 134.9 13.49 

X2 Lognormal 134.9 13.49 

X3 Lognormal 134.9 13.49 

X4 Lognormal 134.9 13.49 

X5 Lognormal 134.9 13.49 

x6 Lognormal 50 15 

X1 Lognormal 40 12 

Table 6 Comparison of algorithms for example 3. 
例題 3に対する各アルゴリズムの比較結果

Optimization Convergence ▽ G(u) G(u) 

Method 

PF Converged 88 1148 

AL Converged 43 516 

SQP Converged 12 155 

HL-RF Converged 13 105 

MHL-RF Converged 14 112 

SMHL-RF Converged 13 105 

例題 1,2と同様に，各最適化アルゴリズムによって，

この問題を解いた結果を Table6に示す。本例題に対

しては，全てのアルゴリズムが (3= 2.88に収束し，

HL-RF法と単純化修正 HL-RF法が最も G(u)の計算

回数が少なかった。

4.5考察

本論文で取り上げた例題に関する限り，計算効率及

ぴ一般性，ロバスト性の観点からは，単純化修正 HL-

RF法と逐次 2次計画法が優れていることが示された。

これらのアルゴリズムは，収束効率に影響を及ほす未

定パラメータを含まないという点でも優れている。し

かし，単純化修正 HL-RF法は逐次2次計画法と比較し

て，アルゴリズムが簡単であると同時に必要な記憶容

量が少なくて済むという特徴があり，特に大規模な問

題に対しては有利であると思われる。

5. 結 論

本研究によって，以下の結論が得られた。

(1)修正HL-RF法のメリット関数を単純化するととも

に，解が改善されないときのみ一次元探索を行うこ

とによって計算効率を改善した単純化修正 HL-RF

法を提案した。

(2)提案した単純化修正HL-RF法は，構造信頼性解析

用アルゴリズムとして，計算効率，一般性，ロバ

スト性，記憶容量の観点から従来のアルゴリズム

より優れていることが示された。
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